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摘　要：提出了利用加权残值法构造高阶辛算法的一种新途径。首先根据加权残值法的思想，在时间子域内给
出了哈密顿正则方程伽辽金法所对应的积分方程，然后在该时间子域内采用相同的拉氏插值作为位移和动量的

试函数，并将这些试函数代入到积分方程中，通过数值积分，将原动力学初值问题转为以插值点位移和动量为

未知量的代数方程组。对于非线性问题，给出了一种能显著提高牛顿迭代法计算效率的初值选取方案。最后，

对算法的保辛性和性能进行了详细的讨论。通过与同阶辛ＲＫ法相比较，两种方法精度几乎完全相同，但文中方
法更简便，计算量更小。数值算例结果表明该法在计算精度和效率上均具有良好的性能。
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　　辛算法在哈密顿系统的数值计算，特别是在长
时间数值仿真计算中具有独特的优越性，因而在天

体力学［１－２］、多体动力学［３］、分子动力学［４］、量

子力学［５－６］、大气科学等领域获得广泛的应用［７］。

构造辛算法主要有两种途径：一种是基于哈密

顿对偶方程构造辛算法，比如，辛 ＲＫ法［８］、辛龙

格
!

库塔
!

奈斯通方法［９］、辛块龙格
!

库塔法［１０］；

另一种是通过变分原理构造辛算法，此法简便易行

且具有很好的通用性。基于离散的变分原理，

Ｗｅｎｄｌａｎｄｔ和Ｍａｒｓｄｅｎ［１１］对具有完整约束的系统给
出了一种构造保动量的辛算法的通用途径，对保守

系统，Ｍａｒｓｄｅｎ和 Ｗｅｓｔ［１２］给出了一种保动量的辛
算法，Ｋａｎｅ和 Ｍａｒｓｄｅｎ［１３］与 Ｇｏｎｚａｌｅｚ和 Ｓｃｈｍｉｄｔ
等［１４］给出了一种既能保能量又保动量的辛算法，

高强等［１５］通过修正作用量给出了动力学初值问题

的一系列保辛算法。上述方法采用的都是哈密顿变

分原理或修正的哈密顿变分原理，属于端值型变分

原理，须经过一定的技巧才能处理动力学初值问

题，因此应用上有不简便之处。为克服这一矛盾，

罗恩等［１６］给出了一种非传统哈密顿型变分原理，

此变分原理完全对应于动力学初值问题，能更方便

地应用于构造初值问题的辛算法，在此基础上，黄

伟江等［１７］和章学军等［１８］分别给出弹性梁和深梁动

力响应分析的一种辛算法。

本文从另一途径出发，提出了一种基于加权残

值法构造高阶辛算法的新途径。首先给出哈密顿正

则方程伽辽金法对应的积分公式。然后，结合拉格

朗日插值法和高斯积分法，构造出动力学初值问题

的一种高阶算法。最后，对算法的保辛性和性能进

行了详细的讨论。数值算例结果表明该法在计算精

度和效率上均具有良好的性能。

１　基于加权残值法的高阶辛算法
哈密顿系统动力学初值问题所对应的哈密顿正

则方程和初始条件为：

ｑ＝Ｈ
ｐ
＝Ｈ′ｐ

ｐ＝－Ｈ
ｑ
＝－Ｈ′ｑ

ｑ０ ＝珋ｑ０， ｐ０ ＝珋ｐ










０

（１）

其中，ｑ和 ｐ分别为 ｄ维的广义位移和广义动量向
量，Ｈ为哈密顿函数，珋ｑ０和 珋ｐ０为初始值向量。

在时间域 ０，[ ]τ上其对应的加权残值法的积

分形式为：

∫
τ

０
（ｑ－Ｈ′ｐ）ｗｊｄｔ＝０

∫
τ

０
（ｐ＋Ｈ′ｑ）ｗｊｄｔ＝０

　（ｊ＝１，２，…，ｍ）（２）

其中ｗｊ是权函数。在伽辽金法中，权函数为试函
数。

在时间域，将ｑ和ｐ均采用满足初始条件的ｍ
次拉格朗日多项式近似，即

ｑ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（ｔ）ｑｉ，　ｐ（ｔ）＝∑

ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（ｔ）ｐｉ （３）

其中ｌｉ（ｔ）＝∏
ｍ

ｊ＝０，ｊ≠ｉ

（ｔ－ｇｊ）
（ｇｉ－ｇｊ）

，（ｉ＝０，１，…，ｍ），ｇ０＝

０，ｇ１，…，ｇｍ为插值点，本文中选取其为高斯积分
点 （理由见下文），ｑｉ和 ｐｉ分别是各自相应节点的
位移和动量。

将式 （３）代入式 （２），并根据伽辽金法将权
函数取为试函数，可得

∫
τ

０
（ｑ－Ｈ′ｐ）ｌｊｄｔ＝０

∫
τ

０
（ｐ＋Ｈ′ｑ）ｌｊｄｔ＝０

　（ｊ＝１，２，…，ｍ）（４）

上式即为伽辽金法对应的代数方程组。

对上式中积分采用ｍ个积分点的高斯积分法，得

∑
ｍ

ｊ＝１
ｂｊｌｋ（ｇｊ）（∑

ｍ

ｉ＝０

ｌｉ（ｇｊ）ｑｉ－

Ｈ′ｐ（∑
ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（ｇｊ）ｑｉ，∑

ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（ｇｊ）ｐｉ））＝０

∑
ｍ

ｊ
ｂｊｌｋ（ｇｊ）（∑

ｍ

ｉ＝０

ｌｉ（ｇｊ）ｐｉ＋

Ｈ′ｑ（∑
ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（ｇｊ）ｑｉ，∑

ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（ｇｊ）ｐｉ））＝０

　（ｋ＝１，２，…，ｍ）

（５）
其中，ｂｊ为高斯积分法的权系数。

由拉格朗日插值基函数的性质，有 ｌｉ（ｇｊ）＝
δｉｊ，则上式可化简为

∑
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｋｑｉ＝τＨ′ｐ（ｑｋ，ｐｋ）

　∑
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｋｐｉ＝－τＨ′ｑ（ｑｋ，ｐｋ）

　（ｋ＝１，２，…，ｍ）（６）

其中，δｉｊ为克罗内克符号，ｃｉｋ＝τｌ
　·

ｉ（ｇｋ）。值得一提
的是，方程也可看成配点法在高斯积分点所对应的

代数方程组。

ｑ０和ｐ０已知，故上式共有２ｍｄ个方程和２ｍｄ
个未知量，这是一组封闭的代数方程组。对于线性

９
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动力系统，上式是线性代数方程组；对于非线性动

力系统，上式则是非线性代数方程组。

求解方程组 （６），即可得到ｑｉ，ｐｉ（ｉ＝１，２，…，
ｍ）。由式 （３）即可求得末时刻的状态值 ｑτ和 ｐτ，
但以下给出求 ｑτ和 ｐτ的方法更为优越。对 （１）
式积分，有

ｑτ ＝ｑ０＋∫
τ

０
Ｈ′ｐｄｔ，ｐτ ＝ｐ０－∫

τ

０
Ｈ′ｑｄｔ （７）

同样采用ｍ个积分点的高斯积分法，可得

ｑτ ＝ｑ０＋τ∑
ｍ

ｊ＝１
ｂｊＨ′ｐ ｔ＝ｇｊ

，

ｐτ ＝ｐ０－τ∑
ｍ

ｊ＝１
ｂｊＨ′ｑ ｔ＝ｇｊ

（８）

由上式即可求得ｑτ和ｐτ。应该指出，辛ＲＫ法中也
采用了同样的公式计算末端值［８］。

本文中，对非线性代数方程组采用牛顿迭代法

求解。在迭代初值的选取上，除第一个时间步的初

值选取具有一定的任意性外，其余时间步的初值可

按上一时间区段的拉氏插值公式外推给出，即按如

下公式选取：

珋ｑ０ｊ ＝∑
ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（τ＋ｔｊ）珋ｑｉ，珋ｐ

０
ｊ ＝∑

ｍ

ｉ＝０
ｌｉ（τ＋ｔｊ）珋ｐｉ

（ｊ＝１，２，…，ｍ） （９）
其中，珋ｑｉ和 珋ｐｉ为上一个时间步的ｑｉ和ｐｉ的值。

这种简单的处理方法，只在初值选取上略微增

加了计算量，却可使初值比较接近于解答，从而使

迭代次数大幅减少。

２　算法的性能
２１　算法的保辛性

令ｖ＝［ｑＴ，ｐＴ］Ｔ，Ｆ（ｖ）＝［Ｈｐ′
Ｔ，－Ｈｑ′

Ｔ］Ｔ，则

式 （６）和式 （８）可表示为

∑
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｋｖｉ＝τＦ（ｖｋ），　（ｋ＝１，２，…，ｍ）（１０）

ｖτ ＝ｖ０＋τ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉＦ（ｖｉ） （１１）

由式 （１０）和式 （１１）可求得算法的雅克比 （Ｊａ
ｃｏｂｉ）矩阵Ａ＝ｖτ／ｖ０。若满足Ａ

ＴＪＡ＝Ｊ（Ｊ为标

准辛矩阵），则Ａ为辛矩阵，该算法是辛算法。对
不同问题可给出Ａ的具体表达形式，作者通过大量
算例验证了本文方法是辛算法。

２２　与辛ＲＫ法的性能比较
下面比较本文算法与同阶辛ＲＫ法的性能。
ｍ级２ｍ阶辛ＲＫ法的一般格式如下：

ｖｋ ＝ｖ０＋τ∑
ｍ

ｉ＝１
ａｋｉＦ（ｖｉ），　（ｋ＝１，２，…，ｍ）（１２）

ｖτ ＝ｖ０＋τ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉＦ（ｖｉ） （１３）

本文算法中，式 （１０）对应的雅克比矩阵，可表示
为线性部分与非线性部分之和，其中非线性部分为

一子块为２ｄ阶子阵的块对角矩阵，如下图形式所示

τ
Ｆ１
ｖ１



τ
Ｆｍ
ｖ















ｍ

而辛ＲＫ法中，式 （１２）对应的雅克比矩阵的非线
性部分为满阵。

可以看出，本文算法相对于同阶辛ＲＫ法具有
两点优势：① 对于非线性方程组所对应的雅克比
矩阵的非线性部分，本文算法的是块对角矩阵，而

辛ＲＫ法的则为满阵，因此本文算法在牛顿迭代过
程中，需要更新的数据更少，计算量更少；② 本
文算法非线性方程组对应的分块对角型雅克比矩

阵，对于构造更加有效率的迭代算法是十分有益的。

３　数值算例
３１　摄动单摆问题

考虑摄动单摆问题，其哈密顿函数为Ｈ＝ｐ２／２
－ｃｏｓｑ（１－ｐ／６），存在ｑ和ｐ的耦合项，是不可分的
哈密顿系统。取初始条件ｑ（０）＝１，ｐ（０）＝０１，时
间步长τ＝０１和０２，在０～１００ｓ区间上积分。

本算例首先研究算法的保辛性。对非线性哈密

顿系统，本文构造的算法的保辛性可从数值上加以

验 证。表１给出了ｍ取不同数值时，Ａ的具体

表１　算法保辛性数值验证
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎｆｏｒｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｉｔｙｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｍ

１ ２ ３ ４

Ａ
０９８３４７５ ００９９８７２９[ ]－００５２８１２８ １０１１４４

０９８３３７１ ００９９８９７９[ ]－００５２７８０３ １０１１５５

０９８３３７ ００９９９１３１[ ]－００５２７８４２ １０１１５５

０９８３３７ ００９９９１３１[ ]－００５２７８７７ １０１１５５

ＡＴＪＡ Ｊ Ｊ Ｊ Ｊ
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形式。可以看出，Ａ仍然满足 ＡＴＪＡ＝Ｊ，这也从数
值上说明本文算法是保辛的。

下面研究算法的精度。根据文献 ［１９］，算法
精度的阶数ｒ可通过下式估算

ｒ＝ｌｏｇ（ｅ１／ｅ２）／ｌｏｇ（τ１／τ２） （１４）
其中τ１，τ２为积分步长，ｅ１，ｅ２为相应步长积分结果
的误差。

表２给出了本文算法精度的阶数ｒ随ｍ的变化
情况。可以看出，算法的精度大致为２ｍ阶。

表２算法精度的阶数ｒ与ｍ的对应关系
Ｔａｂｌｅ２　Ａｃｃｕｒａｃｙｏｒｄｅｒｒｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍ

ｍ
１ ２ ３ ４

ｒ １９９９６ ４００７７ ６０１８９ ８３８６１

　　接下来研究本文算法的精度与 ｍ级 ２ｍ阶辛
ＲＫ法精度的比较。当ｍ＝１，２，３，４时，本文算法
和辛ＲＫ法分别记为 Ｍ２、Ｍ４、Ｍ６、Ｍ８和 ＳＲＫ２、
ＳＲＫ４、ＳＲＫ６及ＳＲＫ８。图１给出了在不同 ｍ下哈
密 顿 函 数 数 值 解 的 相 对 误 差 ｅＨ ＝
［Ｈ（ｔ）－Ｈ（０）］／Ｈ（０） 随时间的变化曲线，从
图中可以看出，对于相同的ｍ，两种方法的ｅＨ曲线
几乎完全重合，这进一步说明了本文方法的精度是

２ｍ阶的。
最后研究式 （１４）用于初值估算时，本文算

法迭代效率的改善情况。表３给出了Ｍ４、Ｍ６方法
在０～１００ｓ区间的计算中每步的平均迭代次数。
可以看出，采用式 （１４）进行初值估算时可使每
步的迭代次数大幅减少，效率提升可达 ４０％ ～
５０％。

图１　ｅＨ随时间ｔ的变化曲线

Ｆｉｇ１　ＴｈｅｅｒｒｏｒｅＨａｇａｉｎｓｔｔｈｅｔｉｍｅｔ

表３　迭代次数／每步
Ｔａｂｌｅ３　Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ／ｓｔｅｐ

τ
ＷｉｔｈＥｑ（１２）
Ｍ４ Ｍ６

ＷｉｔｈｏｕｔＥｑ（１２）
Ｍ４ Ｍ６

０．０１ ２．０００２ ２．０００２ ３．８１１０ ３．９６５８
０．０２ ２．０００４ ２．０００４ ３．７５１０ ３．９７３２
０．０５ ２．００１０ ２．００１０ ３．５４８５ ３．９６２５
０．１ ２．００１０ ２．００２０ ３．４３６０ ３．９６００
０．２ ２．００２０ ２．００４０ ３．２６４０ ３．８４６０

３２　双原子系统经典轨迹问题
考虑双原子系统在电子势能面上的经典运动，

根据文献 ［２０］，其无量纲化的哈密顿函数为 Ｈ＝
ｐ２／２＋（ｅ－２ｑ －２ｅ－ｑ）／２。取初始条件 ｑ（０）＝０，

ｐ（０）＝ １－槡 ００２，时间步长τ＝０１，积分到１０５

ｓ，采用Ｍ４法，ＳＲＫ４法和４阶龙格库塔法 （ＲＫ４）
求解。

图２是哈密顿函数数值解的相对误差 ｅＨ随时
间的变化曲线，可以看出 Ｍ４法和 ＳＲＫ４法计算的
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ｅＨ几乎一样，均表现出长期保能量的优点，符合
辛算法的性质，计算到１０５ｓ时仍保持系统总能量
守恒，而ＲＫ４法的 ｅＨ则随着时间线性增长。图３
是三种方法相图的比较，可以看出 Ｍ４法和 ＳＲＫ４
法计算的相图是一条闭合曲线，说明双原子作周期

振动，这与理论和实验结果一致。而 ＲＫ４法给出
的相图是具有一定宽度的闭合环，说明数值解出现

了明显的人工耗散现象，这也体现出非辛算法的弊

端。

图２　ｅＨ随时间的变化曲线

Ｆｉｇ２　ＴｈｅｅｒｒｏｒｅＨａｇａｉｎｓｔｔｈｅｔｉｍｅｔ

图３　不同数值方法的相图
Ｆｉｇ３　Ｔｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

４　结　论
１）本文利用加权残值法构造了求解动力学初

值问题的通用高阶辛算法。该算法原理简单，便于

编程应用。数值研究表明，本文算法具有２ｍ阶计
算精度。

２）相对于常用的辛 ＲＫ法，本文算法较同阶
辛ＲＫ法形式更简单，计算量更少。
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图９　基于布谷鸟算法的桁架损伤识别结果
Ｆｉｇ９　Ｄａｍａｇｅｄｅｔｅｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｒｕｓｓｂａｓｅｄ

ｏｎＣｕｃｋｏｏｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４　结　论
以双跨简支梁和桁架作为结构损伤识别算例，

基于系统的模态和频率构造目标函数，以布谷鸟算

法来对目标函数进行全局寻优。算例表明在随机噪

声的影响下，布谷鸟算法仍能准确、高效的识别结

构的损伤位置和程度，可在工程实际问题上应用。
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